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poNESIMA

» Operator Vektor Delta (V)
Disimbolkan dengan Nabla (V)

V=—i+—j+—Fk
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» Operator Gradien
Anggap @(x,y, z) merupakan fungsi skalar.

J . Jd ¢ Jd o
V@ =(al+51+£k) @(X,y,Z)

SKALAR -> VEKTOR
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» Sifat-sifat Operator Gradien

Misalkan fungsi skalar @(x, y, z) dan @(x, y, z) terdefinisi dan
diferensiabel pada setiap titik (x, v, z) dalam ruang berdimensi R3, dan
C adalah bilangan real maka berlaku sifat-sifat berikut ini :

1 V(@ + @) = V8 + Vo
2. V(CP) =CVQ

3. V(@p) = @V + VO
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» Operator Divergensi

(il-l-—] + k) (Vi1 +vyJ +v3k)

VEKTOR - SKALAR
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» Sifat-sifat Operator Divergensi

Misalkan fungsi vektor F(x,y, z) dan G(x, y, z) terdefinisi dan dapat

diturunkan pada tiap titik di setiap (x,y, z) pada R> maka F dan G
memenuhi sifat-sifat berikut.

1. V.(aF +bG) =a(V.F)+b(V.G)

2. V.(pF) = ¢(V.F) + VO.F

3 V(FXG)=( xXF).G+F.(V X G)
4 V.(VXF)=0
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» Operator Curl

V X V—(il-l-—]-l- k)x(v11+vzj+v3k)

j k
d d d
0x dy 0z
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» Operator Curl

0 j k
0 0 0 ) ) ~
R i R R AT CIRE AL
V4 U, U3
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4.1 Operator Vektor Delta (V)

eeeeeeeeeee

» Sifat-sifat Operator Divergensi

Misalkan fungsi vektor F(x,y, z) dan G(x, y, z) terdefinisi dan dapat

diturunkan pada tiap titik di setiap (x,y, z) pada R> maka F dan G
memenuhi sifat-sifat berikut.

VX(F+6G)=(VXF)+(VXG)

V.(aF) = a(V.F)

VXQF = (V@) XF+ @ (VXF)

VXV XF)=V(V.F)— V?xXF

VX (VQ) =0

VX (F XG6) = (G.V)F —G(V.F) — (F.V)G + F(V.G)

O A W NN
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» CONTOH SOAL

Jika @(x,y,z) = c menyatakan persamaan permukaan benda dalam
ruang. Tunjukkan grad @(x, y, z) tegak lurus permukaan @(x,y,z) = ¢
dan dapatkan formula vektor normal @(x, y, z) pada titik Py(xq, Vo,

Zp).
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DoNES:AmA

PEMBAHASAN

» Ambil sembarang titik P(x, y, z) pada permukaan bidang @(x,y,z) = C
Diperoleh vektor posisi dari persamaan @(x,y,z) = C di P adalah sebagai berikut.
7 =xi+yj+ zk
Sehingga, diperoleh vektor singgung permukaan adalah :

dr = dxi + dyj + dzk
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PEMBAHASAN

» Diferensialkan @(x,y, z)
o0 o]0 910

d®= adx+@dy+£dz=0
op 00 00 . . . ~L
(aH—E +£k>.(dxl+dy]+dzk)—0
VQ.dr =0

Maka V@ tegak lurus dengan dr. Sehingga, V@ tegak lurus dengan garis singgung permukaan
pada @(x,y,z) =cdi P
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PEMBAHASAN

> Diperoleh V@ searah dengan Vektor Normal Permukaan N

Vektor Normal Satuan
4 . )
Vo

N —_——
79|
\_ y,
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MEDAN VEKTOR KONSERVATIF

Sebuah medan vektor yang diturunkan dari sebuah medan skalar @ sedemikian hingga

V = V@ disebut sebagai MEDAN VEKTOR KONSERVATIF, sedangkan @ potensial skalar.
Sedangkan :

V=PV0>V X F=0
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CATATAN

e Vektor v SOLONOIDAL jika div v = 0, dapat dituliskan V.7 = 0
e Vektor v IRROTATIONAL jika rotasi v = 0, dapat dituliskanV X F =0
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4.2 Integral Garis
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Misal titik A dan titik B dihubungkan oleh Kurva C dengan busur C diberikan oleh persamaan
parametrik:

x=x(t),y=y(t),z=z(t),a<t<h

* Medan Vektor
F=F(xv,2)l+F(yz)j+ F;(x,y, z)l?

Tiap titik C menentukan vektor posisi P pada C, misal vektor posisi 7 = xi + yj + zk, maka:

B B
j F.dr = f Fi(x,y,z)dx + F,(x,y,z)dy + F3(x,y,z)dz
A A
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Karena kurva C dinyatakan dalam persamaan parametrik, maka diperoleh:

dt

B B
f F.dr = f [Fi(x,y,2z)dx + F,(x,y,2)dy + F;(x,y,z)dz] —
A A

B dx dy dz
= jA [Fi(x,y,2) r + F,(x,y,2) I + F3(x,y,z) E]dt

CATATAN
Jika F gaya yang bekerja untuk memindahkan partikel sepanjang kurva C dari A ke B, maka

B

 UsahadariF= j F.dr
A
Jika ¥ menyatakan kecepatan pada fluida, maka
B
e Sirkulasi dariV = j V.dr
A
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4.2 Integral Garis

CONTOH SOAL
Hitung fC 2 + x%y dS dengan C merupakan lintasan setengah lingkaran bagian atas
x2+y?=1
Pembahasan :

dS? = dx? + dy?
dt
dS = +/(dx? + dy?®)—

B dx dy
= \/((E)Z"'(E)z) dt
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Pembahasan :

Misalkan x = cost dany = sint
= [, 2+x°ydS

B dx dy
_fc 2+X2y\/<(a)2+(a)2>dt

- Jn 2 + (cost)z(sint)\/((—Sint)2+(cost)2)dt
0

VA
= f 2 + (cost)?(sint)dt
0
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Pembahasan :
T
= f 2 + (cost)?(sint)dt
0

Misalkan p = cost sehingga diperoleh dp = —sint dt. Maka sint dt = —dp
Batas daerah :
Batas Atas Batas Bawah
p=-1 p=1

Sehingga, diperoleh:
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Pembahasan : »
= —j 2+ p%dp
1
1 -1
= —[2p +;p°]
3 1
= —QED +3 (-1 - 20 +5 7))
= | 2 L 2 1
] 3 3
_ |4 2]
B 3
B —14
B 3
14
-3
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Persamaan Integral Garis

Misal C kurva ruang mulus dan diberikan persamaan parametrik:
x=x(t),y=y(t),z=z(t),a<t<h

Diperoleh persamaan integral garisnya adalah :

= jc f(x,y,z)dS

Karena diketahui dS = \/((%)2 + (%)2 + (f;) >dt

d 2 d 2 d 2
J fx(©),y(t),z(t)) (d—g +<d—;z> +<d—i) dt
i \
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Aplikasi Integral Garis

Untuk memindahkan partikel dari x = a hingga x = b pada lintasan C, diperoleh bahwa
usaha-nya dirumuskan sebagai berikut.
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Aplikasi Integral Garis

Misal vektor gaya F = M1 + NJ + Pk merupakan gaya pada sepanjang vektor C, diperoleh usahanya
adalah :

Pembahasan :

= j Mdx + Ndy + Pdz
Cc
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4.2 Integral Garis

CONTOH SOAL APLIKASI INTEGRAL GARIS

Hitunglah usaha W = fc F.dr, di mana F adalah gaya yang diberikan oleh persamaan
F = —yi + xyj dan C merupakan kurva seperempat lingkaran yang terletak pada kuadran | dengan
pusat 0(0,0) denganr = 1!

PEMBAHASAN
Berdasarkan soal, diperoleh persamaan lingkaran : x2 + y2 = 1

Misalkan x = cost dan y = sint, dan r = xi + yj sehingga dr = dxi + dyj

W - f Fodr = J (—x1 + xy)). (dxi + dyj)
C C
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Pembahasan :
Kurva C merupakan persamaan lingkaran x% + y? = 1 yang dapat diubah ke bentuk fungsi
parametrik x(t) = cost dan y(t) = sint.

F= —sinti+ costsintj

f
= f (—sinti+ costsint j).(—sinti+ cost j)dt
0

T
E . .
= | (sin’t+cos?tsint)dt
0
s

2/1
— f (5(1 — cos2t) dt + cosztsint) dt
(0]
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Pembahasan :

Misalkanu = cost,du = —sint dt

T

21 0
= f —(1— cos2t)dt — f u? du
0 2 1

T

21 1
= f —(1— cos2t)dt + f u? du
0 2 0

[
1 1 T 1.1
= —t——sinZt) + —u?
(2 4 LZ) 54 g
1 +1
= —T —
4 3
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CONTOH SOAL APLIKASI INTEGRAL GARIS

Hitung usaha yang dihasilkan sebuah obyek yang bergerak dalam vector F = y i + x?%j sepanjang

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Pembahasan :

f F.dr = fimi(y i+x2j).(dxi+ dyj)
c c
- J‘Em;(ydx + x%dy)
C
2
- J‘ ((t? = 1) 2dt + (2t)% 2t dt)
0
2
= f (2t* —2 + 8t3)dt
0

2 2
= [=t3 =2t 2t”‘) = —
(3 + |0
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Teorema Green

Jika R suatu daerah tertutup di bidang XY yang dibatasi oleh kurva tertutup sederhana C dan jika M dan N
adalah fungsi-fungsi kontinu dari x dan y yang mempunyai derivatif-derivatif parsial kontinu dalam R, maka:

X y = — x dy
C g O0x 0y

Atau
ff m(rotzF) dx dy = ng dr
R C
F = Mi + Nj
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Contoh Soal
Hitung . (3y — e5™*) dx + (7x +/yT + 1) dy Jika C adalah kurva lingkaran.: x2 + y* =
Pembahasan :

jgm(3y — eSN¥) dx + (7x +yt + 1) dy = ﬂ? — 3 dxdy
C R

T

> 3
=4f f 4r dr d@
o Yo

T
2
=16f —r2| do
0
9 T
=16 X — X — = 36T
2 2
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4.3 Integral Permukaan
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» Integral Permukaan
Dengan persamaan z = g(x,y):

0z\% | (0z\?
[y flo,y,2)dS = ], f(x,y,g(x,y))Jl +(52) + (é) dA
Dengan S adalah integral permukaan benda dan D adalah proyeksi S pada bidang xy.

Jika permukaan S yang diberikan oleh f(x,y,z) = z — g(x,y) = 0, vektor normal permukaan S :

nds= LV 4o “goy) It gy J(gx)2+(gy) +1dA

|IVf(xryr )| \/(gx(x y)) 4 (gy(x y)) +1
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Didapat f[[. F.ndS=[[ (-Pg,—Qgy+R) dA

Dapat diorientasikan dalam bentuk vektor r(u, v), maka

- TuXTy |:>ij ds = HF( X 1) dA
n_lruxrvl " fu Ty
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Teorema stokes dapat dipandang sebagai teorema Green dengan dimensi yang lebih tinggi. Integral tertutup
sederhana C yang membatasi permukaan S, untuk medan vektor F sama dengan integral permukaan dari Curl
F melalui atas permukaan S, tertuang dalam feorema Stokes sebagai berikut:

Teorema Stokes:

Suatu permukaan S yang dibatasi oleh lintasan tertutup €, maka untuk medan vector:
F = F,i + F,j + F3k berlaku :

f F.dr=f (V x F).ndS
C

dimana n = Unit vektor normal positif pada S.
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N oNES TATIAY A

Teorema stokes dapat dipandang sebagai teorema Green dengan dimensi yang lebih tinggi. Integral tertutup
sederhana C yang membatasi permukaan S, untuk medan vektor F sama dengan integral permukaan dari Curl
F melalui atas permukaan S, tertuang dalam feorema Stokes sebagai berikut:

Teorema Stokes:

Suatu permukaan S yang dibatasi oleh lintasan tertutup €, maka untuk medan vector:
F = F,i + F,j + F3k berlaku :

f F.dr=f (V x F).ndS
C

dimana n = Unit vektor normal positif pada S.
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Contoh Soal :

Gunakan teorema Stokes untuk menghitung [ g curl F. dS dengan F =yzi+xzj—xyk dimana
S adalah permukaan bola x% + y? + z? = 4 yang terletak dalam silinder x? + y? = 1.
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Pembahasan :

eeeeeeeeeee

Kurva C adalah perpotongan bola dengan silinder : z? = 3 atau z =3

C adalah lingkaran x? + y? = 1 padabidang z = /3
Vektor posisi C adalah r = cost i +sint j++v3 k, 1’ = —sint i+ cost jdan
F =+/3sint i ++V3cost j—costsintk

Sesual dengan teorema Stokes:

2T

2T
ﬂ (VxF).ndS=f F.dr=j£ F.r'(t) dt = —/3sin%t ++/3cos?t dt = \/§j£ cos 2t dt = 0
S C C 0 0
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4.4 Integral Volume
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Konsep Dasar

Integral benda pejal (volume) dari sebuah medan vektor F = Mi + Nj + Pk dimana M,N dan P
mempunyai turunan parsial pertama yang kontinu pada benda pejal tertutup V yang mempunyai
batas permukaan S. Jika n vektor normal satuan keluar terhadap S, ekivalen dengan integral dari div F
atas volume I yang dituangkan dalam Teorema Gauss sebagai berikut:

Teorema Gauss/Gauss’s Divergence Theorem:

jf F.ndS = jf div F dv
S V
atau dapat ditulis dalam bentuk

U (M cosa+ NcosP+ Pcosy) dK = jU(aM aN+g§)dv
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Contoh Soal :

Diberikan vektor gaya A = (2xy + z)i + y?j — (x + 3y)k dan S adalah permukaan daerah yang
dibatasi oleh z = a? — yz,x = 0,x = a, dan bidang xy. (a adalah nilai konstan)
a) Gambarkan geometri Batasan permukaan benda!

b) Hitunglah [f. A.ndS dengan menggunakan Gauss’s Divergence Theorem!

Pembahasan :

a) Perhatikan bahwa S:z = a? —y? merupakan parabola

terhadap bidang yz.
x =0danx = a.

Gambar llustrasi (a)
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b) Gauss’s Divergence Theorem:

[[ £nis= fffavea

dengan n adalah vektor normal satuan keluar terhadap S.
A= Q2xy+2)i+y%—(x+3y)k
_ 0 0 d
divA=—(2 —(y?) — — 3y) =4
iv ax(xy+Z)+ay(y) 5, (X +3y) =4y

dengan Teorema Gauss
2 2

a a a“—y
J f AndS = f f J 4y dzdydx
S x=0/'y=—a /z=0
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